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Аннотация. Актуальность и цели. Гиперсингулярные интегралы в настоящее время 
находят все больше областей применения – аэродинамика, теория упругости, элек-
тродинамика и геофизика. При этом их вычисление в аналитическом виде возможно 
лишь в весьма частных случаях. Поэтому приближенные методы вычисления гипер-
сингулярных интегралов являются актуальной задачей вычислительной математики. 
Этой задаче посвящено много работ. Еще большее число работ посвящено прибли-
женным методам вычисления сингулярных интегралов. Исследования приближенных 
методов вычисления сингулярных интегралов начаты значительно раньше, чем ана-
логичные исследования гиперсингулярных интегралов. И в этом направлении полу-
чены результаты, не имеющие аналогов для гиперсингулярных интегралов. Пред-
ставляет значительный интерес распространение методов вычисления сингулярных 
интегралов на гиперсингулярные интегралы, основанное на связи между некоторыми 
классами сингулярных и гиперсингулярных интегралов. Этой задаче посвящена дан-
ная работа. Материалы и методы. Построение квадратурных формул вычисления 
гиперсингулярных интегралов основано на методах конструктивной теории функций 
и теории сингулярных и гиперсингулярных интегралов. Результаты. Предложен ме-
тод построения квадратурных формул вычисления гиперсингулярных интегралов, 
основанный на трансформации квадратурных формул вычисления сингулярных ин-
тегралов. Построены квадратурные формулы вычисления нескольких классов гипер-
сингулярных и полигиперсингулярных интегралов. Получены оценки погрешности 
построенных квадратурных формул. Выводы. Построенные методы позволяют эф-
фективно вычислять гиперсингулярные интегралы при решении прикладных задач. 
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their calculation in an analytical form is possible only in very special cases. Therefore, ap-
proximate methods for calculating hypersingular integrals are an urgent problem in computa-
tional mathematics. Many works have been devoted to this problem. An even greater number 
of works are devoted to approximate methods for calculating singular integrals. Studies of ap-
proximate methods for calculating singular integrals began much earlier than similar studies 
of hypersingular integrals. In this direction, results have been obtained that have no analogues 
for hypersingular integrals. This work is devoted to considerable interest to extend the meth-
ods for calculating singular integrals to hypersingular integrals, based on the connection be-
tween some classes of singular and hypersingular integrals. Materials and methods. The con-
struction of quadrature formulas for calculating hypersingular integrals is based on the meth-
ods of the constructive theory of functions and the theory of singular and hypersingular inte-
grals. Results. A method is proposed for constructing quadrature formulas for calculating 
hypersingular integrals, based on the transformation of quadrature formulas for calculating 
singular integrals. Quadrature formulas for calculating several classes of hypersingular and 
polyhypersingular integrals are constructed. The estimates of the error of the constructed 
quadrature formulas are obtained. Conclusions. The constructed methods make it possible to 
efficiently calculate hypersingular integrals when solving applied problems. 
Keywords: quadrature formulas, cubature formulas, hypersingular integrals 
Acknowledgments: the work is supported by the RFBR (grant 16-01-00594) and “Rector’s 
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Начиная с середины прошлого века методы сингулярных, а затем и ги-
персингулярных, интегральных уравнений находят все большее применение 
при исследовании и моделировании различных проблем в физике, естество-
знании и технологиях: в аэродинамике, электродинамике, теории упругости, 
ядерной и атомной физике, геофизике, математической физике. Аналитиче-
ские методы решения сингулярных и гиперсингулярных интегральных урав-
нений известны только для очень частных случаев. Поэтому основным мате-
матическим аппаратом при решении сингулярных и гиперсингулярных инте-
гральных уравнений являются численные методы. Для реализации численных 
методов решения сингулярных и гиперсингулярных интегральных уравнений 
необходимы эффективные приближенные методы вычисления сингулярных и 
гиперсингулярных интегралов. 

В свою очередь сингулярные и гиперсингулярные интегралы в анали-
тическом виде вычисляются в очень редких случаях. Это обусловливает 
необходимость развития численных методов вычисления сингулярных и ги-
персингулярных интегралов. 

В настоящее время методы вычисления сингулярных и гиперсингуляр-
ных интегралов можно разделить на два направления: вычисление интегра-
лов с фиксированными особенностями и вычисление интегралов с нефикси-
рованными (переменными) особенностями. 

В свою очередь во втором направлении выделяются методы построения 
квадратурных формул типа Гаусса. 

Вопросам вычисления сингулярных и гиперсингулярных интегралов 
посвящено большое число работ, обзоры которых представлены в моногра-
фиях [1–6] и в статьях [7–21]. 
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Данная работа посвящена методам трансформирования квадратурных 
формул вычисления сингулярных интегралов (СИ) в квадратурные формулы 
для вычисления гиперсингулярных интегралов (ГИ). 

Статья построена следующим образом. В разд. 1 описаны классы функ-
ций, используемые в работе. В разд. 2 приведены определения ГИ.  
В разд. 3 даны определения оптимальных методов вычисления ГИ. В разд. 4 
дан краткий обзор работ, посвященных приближенным методам вычисления 
ГИ. Раздел 5 посвящен построению квадратурных формул вычисления ГИ, 
полученных трансформациями квадратурных формул вычисления СИ. 

1. Классы функций  
Пусть γ  – единичная окружность с центром в начале координат на 

плоскости комплексной переменной. Пусть = [ , ]A a b  или =A γ . 
Определение 1.1. Класс функций Гельдера ( ; )H M Aα  (0 < 1)α ≤  

состоит из заданных на A  функций ( )f x , удовлетворяющих во всех точках 
x′  и x′′  этого множества неравенству  

| ( ) ( ) | | |f x f x M x x α′ ′′ ′ ′′− ≤ − . 

В случае, когда из текста ясно, на каком множестве рассматриваются 
функции, вместо ( ; )H M Aα  будем писать ( )H Mα . Это замечание относится 
и к остальным классам функций. 

Определение 1.2. Класс ( ; )rW M A  состоит из функций, заданных на 
,A  непрерывных и имеющих непрерывные производные до ( 1)r − -го 

порядка включительно и кусочно-непрерывную производную r -го порядка, 
удовлетворяющую на этом множестве неравенству ( )| ( ) |rf x M≤ . 

Определение 1.3. Класс ( ; )rW H M Aα  состоит из функций ( )f x , 

принадлежащих классу ( ; )rW M A  и удовлетворяющих дополнительному 

условию ( ) ( ) ( )rf x H Mα∈ . 
Пусть = [ , ]A a b  или = .A γ  Пусть ( )f x  – функция, определенная на .A  

Через ( , ),H f α  0 < 1,α ≤  обозначен функционал  

1 2

, , 1 21 2 1 2

| ( ) ( ) |( , ) = .sup
| |x x x x A

f x f xH f
x x α

≠ ∈

−α
−

 

Пусть 1 2= , { :| | 1}, 1,2,i i i iL z Z z iγ × γ γ = ∈ = =  где iZ  – плоскость 
комплексной переменной, = 1,2.i  Пусть 1 1 2 2= [ , ; , ]D a b a b  или = .D L  

Определение 1.4. Через 
1 2

( , )H M Dα α  обозначен класс определенных 

на D  функций ( , )f x y  таких, что для любых точек ( , )x y′ ′  и ( , )x y′′ ′′   

из D  1 21 2| ( , ) ( , ) | | | | | .f x y f x y M x x M y yα α′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− ≤ − + −  Здесь 

1 2= max( , ).M M M  
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Определение 1.5. Через ,1 2 ( , ),0 < <r rW M D M ∞ , обозначен класс 
определенных на D  функций 1 2( , )f x x , имеющих частные производные 

( , ) 1 21 2 1 21 2 1 2 1 2( , ) = ( , ) / v vv v v vf x x f x x x x+∂ ∂ ∂  (0 , = 1,2),i iv r i≤ ≤  причем  

( , )1 2 1 2
( )

( , ) ,r r

C D
f x x M≤  ( , )1 1

( )
( ,0) ,r j

C D
f x M≤  2= 0,1,..., 1,j r −   

( , )2 2
( )

(0, ) ,i r

C D
f x M≤  1= 0,1,..., 1.i r −  

Определение 1.6. Через ,1 2 ,1 2
( , , ),r rW H M A Dα α  0 < , <M A ∞ , обозна-

чен класс функций ,1 21 2( , ) ( , )r rf x x W M D∈ , частные производные которых 
( , ) 1 21 2 1 21 2 1 2 1 2( , ) = ( , ) / v vv v v vf x x f x x x x+∂ ∂ ∂  (0 , = 1,2)i iv r i≤ ≤  удовлетворяют 

дополнительному условию Гельдера ,1 2
( , )H A Dα α . 

Определение 1.7. Через ( ;( , )rW M a b  ( ( ; , )r
pW M a b ) обозначается класс 

периодических функций с периодом ( )b a− , входящих в класс ( ; , )rW M a b  

( ( , )r
pW a b ). 

2. Определения гиперсингулярных интегралов  

Определение 2.1 [22, 23]. Интеграл вида ( )
( )

b

p
a

A d
b +α
τ τ
− τ  при натуральном 

p  и вещественном α  (0 < < 1)α  определяет величину (конечную часть) 
рассматриваемого интеграла: как предел при x b→  суммы 

1
( ) ( ) ,

( ) ( )

x

p p
a

A d B x
b b x+α +α−
τ τ +
− τ −  если предположить, что функция ( )A t  имеет p  

производных в окрестности точки b . Здесь ( )B x  – любая функция, на 
которую налагаются два условия:  

а) рассматриваемый предел существует; 
б) ( )B x  имеет по крайней мере p  производных в окрестности точки 

=x b . 
Определение 2.2 [24]. Пусть 1( ) ( ).pt W H M−

αϕ ∈  Интегралом 

( ) , < < , = 2,3, ,
( )

b

p
a

d a c b p
c

ϕ τ τ
τ −   в смысле главного значения Коши – 

Адамара называется предел:  

10

( ) ( ) ( ) ( )= ,lim
( ) ( ) ( )

b c v b

p p p pva a c v

d d d v
c c c v

−

−→ +

 ϕ τ τ ϕ τ τ ϕ τ τ ξ + +
 τ − τ − τ − 

    
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где ( )vξ  – любая функция, на которую налагаются два условия:  
а) рассматриваемый предел существует;  
б) функция ( )vξ  имеет непрерывную производную ( 1)p − -го порядка  

в окрестности нуля. 

Определение 2.3. Интегралом ( )
( )

b

p
a

d
a

φ τ τ
τ −  называется предел  

110

( ) ( ) ( )= ( ) ln | | ,lim
( ) ( )

b b

p p pva a v

d d v v v
a a v −→ +

 ϕ τ τ ϕ τ τ ξ + + ξ
 τ − τ − 

   

где ( )vξ  – некоторая функция, имеющая непрерывные производные до 
( 1)p − -го порядка в окрестности нуля; 1( )vξ  – некоторая функция, 
удовлетворяющая условию Дини – Липшица в окрестности нуля. Функции 

( )vξ  и 1( )vξ  выбираются так, чтобы указанный предел существовал. 
Рассмотрим интеграл  

1 2 1 2
2 2 /2

1 1 2 2

( , ) ,
(( ) ( ) ) p

G

d dL
t t
ϕ τ τ τ τϕ ≡

τ − + τ −  

где 1 2( , )t t  – точка области ;G  p  ( > 2)p  – натуральное число. 
Пусть ( , ),R t ε  1 2= ( , ),t t t  – круг с центром в точке t  и с радиусом .ε  
Определение 2.4 [3]. Регуляризацией интеграла Lϕ  при 3p ≥  

называется предел  

1 2 1 2
2 2 /2 20 1 1 2 2\ ( , )

( , ) ( )= ( ) ln ,lim
(( ) ( ) ) p p

G R t

d d BL C
t t −ε→ ε

 ϕ τ τ τ τ ε ϕ − − ε ε
 τ − + τ − ε 
   

где ( ),B x  ( )C x  – любые функции, на которые налагаются следующие 
условия: 

а) рассматриваемый предел существует;  
б) ( )B x  имеет непрерывные производные до ( 2)p − -го порядка  

в окрестности нуля;  
в) функция ( )C x  удовлетворяет условию Дини – Липшица. 
Рассмотрим интеграл 

 1 2
1 2

1 2
2

( , )( , ) ,
( , )

R

f t tH f dt dt
t t

γ ≡
γ    (1) 

где уравнение 1 2( , ) = 0t tγ  определяет функцию особенностей, а контур γ  
определяется уравнением 1 2( , ) = 0.t tγ  Пусть ε  – произвольное малое число. 

Обозначим через εΓ  область с границей εΓ , состоящую из точек, 
расстояние от которых до контура γ  не превосходит ε  в евклидовой 
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метрике. Пусть каждая точка контура γ  будет нулем r -го порядка функции 

1 2( , ) = 0.t tγ   
Определение 2.5 [19]. Конечной частью интеграла ( , )H f γ  назовем 

предел  

,1 2
1 2 10 1 2\2

( )( , )( , ) = ,lim ( , ) r
R

Ff t tH f dt dt
t t

γ ε
−ε→ Γε

 ε γ − γ ε  
   

где , ( )Fγ ε ε  функция, удовлетворяющая двум условиям:  
1) в области εΓ  функция , ( )Fγ ε ε  имеет непрерывные производные до 

( 1)r − -го порядка;  
2) предел существует. 
Рассмотрим бигиперсингулярный интеграл  

1 2 1 2
1 21 1 2 21 2

( , )= ,
( ) ( )p p

d dB
t tγ γ

ϕ τ τ τ τϕ
τ − τ −

   

где iγ  – замкнутый гладкий контур в плоскости комплексной переменной ,iz  
= 1,2.i   

Построим окружность с центром в точке 1t  столь малого радиуса 1,ρ  
что она пересекает контур 1γ  только в двух точках 1t′  и 1.t′′  Часть контура 1,γ  
заключенного между точками 1t′  и 1,t′′  обозначим через 1.l  

Аналогичное построение проведем и на контуре 2,γ  и часть контура 
2,γ  расположенного между точками 2t′  и 2 ,t′′  обозначим через 2.l  

Интеграл Bϕ  определяется выражением  

1 2 1 2 1 2
1 11 2 1 20, 01 2 1 1 2 2\ \ 1 21 1 2 2

( , ) ( , )= ,lim
( ) ( )p p p p

l l

d dB
t t − −ρ → ρ → γ γ

 
ϕ τ τ τ τ Γ ρ ρ ϕ − τ − τ − ρ ρ  

   

где 1 2( , )Γ ρ ρ  – функция, имеющая непрерывно дифференцируемые производ-
ные до 1( 1)p − -го порядка по переменной 1ρ  и до 2( 1)p − -го порядка по 
переменной 2.ρ  Функция 1 2( , )Γ ρ ρ  выбирается таким образом, чтобы предел 
существовал и был единственным. 

Отметим, что в соответствии с принятым в работе способом 
определения гиперсингулярных интегралов для нахождения функции 

1 2( , )Γ ρ ρ  нужно вычислить по частям последний интеграл и из результата 
вычесть слагаемые, стремящиеся к бесконечности, когда 0,iρ →  = 1,2.i  

3. Постановка задачи построения  
оптимальной квадратурной формулы 

Постановка задачи построения оптимальных квадратурных формул 
принадлежит А. Н. Колмогорову и, в применении к ГИ, заключается  
в следующем [3]. 
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Рассмотрим интеграл  

 ( )= ,
( )

b

p
a

dA
t

ϕ τ τϕ
τ −  p  – целое, a t b< < ,  (2) 

который будем вычислять по квадратурной формуле  

 ( )( )

=1 =0
= ( ) ( ) , , ( ),

N
l

k kl N k kl
k l

A s p t R t s p t
ρ

ϕ ϕ + ϕ   (3) 

с узлами ks  и весами ( )klp t  ( =1,2, , ,k N  = 0,1,...,l ρ ). 
Под погрешностью квадратурной формулы (3) будем понимать 

величину ( , , ) = sup | ( , , ( ), ) | .N k kl N k kl
t

R s p R t s p tϕ ϕ  Если Ψ  – некоторый класс 

заданных на сегменте [ , ]a b  функций, то положим 
( , , ) = sup | ( , , ) | .N k kl N k klR s p R s p

ϕ∈Ψ
Ψ ϕ  Через [ ]Nζ Ψ  обозначим функционал 

( , )
[ ] = inf ( , , ),N N k kl

s pk kl
R s pζ Ψ Ψ  в котором нижняя грань берется по 

всевозможным N  узлам ks  и весам ( )klp t  ( =1,2, , ,k N  = 0,1, ,l ρ ). 

Квадратурную формулу (3), построенную на узлах *
ks  и весах * ( )klp t  

( )= 1,2, , ,k N  будем называть оптимальной, асимптотически оптимальной, 

оптимальной по порядку, если 
( )* *, ,

=1,
[ ]

N k kl

N

R s p Ψ

ζ Ψ
 

( )* *, ,
lim =1,

[ ]
N k kl

N N

R s p

→∞

Ψ

ζ Ψ
 

( )* *, , [ ]N k kl NR s p
∪

Ψ ζ Ψ
∩

 соответственно. 

Аналогичным образом определяются оптимальные кубатурные 
формулы для полигиперсингулярных интегралов. 

4. Обзор приближенных методов вычисления  
гиперсингулярных интегралов  

Приближенным методам вычисления ГИ посвящено большое число 
публикаций, частично представленных в [3]. 

Для вычисления ГИ с фиксированными особенностями вида  
1

1

( )=
| |p

dF +λ
−

ϕ τ τϕ
τ  и 

1

1

( )= p
dI

−

ϕ τ τϕ
τ   

используются квадратурные формулы, основанные на различных подходах. 
Основной метод построения квадратурных формул для вычисления 
интегралов Fϕ  и Iϕ  заключается в замене подынтегральной функции ( )tϕ  
n -мерным аппаратом приближения: интерполяционными полиномами, 
сплайнами, отрезками ортогональных рядов и т.д. Достаточно подробная 
библиография, посвященная вычислению интегралов Fϕ  и Iϕ  содержится  
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в [3,18, 25–27]. В работах [3, 18, 25] построены асимптотически оптимальные 
и оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления интегралов 
Fϕ  и Iϕ  на классах функций (1)r

pW . 

Для вычисления гиперсингулярных интегралов 
1

1

( )=
| |p

dH
t +λ

−

ϕ τ τϕ
τ −  и 

1

1

( )= ,
( ) p

dG
t−

ϕ τ τϕ
τ −  1 < < 1,t−  различными авторами [3, 6, 7, 9, 11, 13, 16–18, 26, 

28–38] предложены и обоснованы различные квадратурные формулы, 
которые условно можно разделить на две большие группы: квадратурные 
формулы интерполяционного типа и квадратурные формулы типа Гаусса. 

К первой группе (см. статьи [10, 18, 19, 25, 26, 33, 34]) относятся 
квадратурные формулы, основанные на замене подынтегральной функции 

( )tϕ  интерполяционными полиномами, сплайнами, отрезками рядов по 
ортогональным функциям. 

К этой группе также относятся квадратурные формулы, построенные 
методом дискретных вихрей [5, 6]. 

Ко второй группе (см. статьи [7–9, 12–14, 16, 17, 38]) относятся 
квадратурные формулы, являющиеся аналогами формул Гаусса для ГИ. 
Построение этих формул основано на представлении ГИ в виде  

 
1 1

1 1

( ) ( )( )( ) = ( )
( ) ( )p p

d tG t t d
t t− −

τ ϕ τ − ϕϕ ϕ + τ
τ − τ −    (4) 

и в применении к последнему интегралу квадратурных формул Гаусса. 
Для вычисления интеграла  

 
1

1

( ) , = 2,3,4,
( ) p

d p
t−

ϕ τ τ
τ−   (5) 

построены квадратурные формулы, основанные на различных технологиях. 
Обзор некоторых из них содержится в монографии [3], которая посвящена  
в основном построению оптимальных методов вычисления ГИ. Поэтому ряд 
технологий построения методов вычисления ГИ был опущен. Среди них  
в первую очередь необходимо отметить методы вычисления ГИ, основанные 
на свойствах ортогональных многочленов [28]. Эти методы возникли при 
построении численных алгоритмов решения гиперсингулярных интегральных 
уравнений (ГИУ) первого рода вида  

 
1

2
1

1 1 ( , ) ( ) = ( ).
2 ( )

h t x d f t
tt−

 α+ + τ τ τ 
π τ −τ −  
   (6) 

Решение уравнения (6) при гладкой правой части имеет вид 
2 1/2( ) = (1 ) ( )x t t t±− ψ , или 1/2( ) = ((1 ) / (1 )) ( )x t t t t±− + ψ , где ( )tψ  – гладкая 

функция. 
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Поэтому естествено искать решение уравнения (6) в виде функций  

2 1/2

=0
( ) = (1 ) ( ),

n

n k
k

x t t U t−    

2 1/2

=0
( ) = (1 ) ( ),

n

n k
k

x t t T t−−   

или  
1/2

=0

(1 )( ) = ( ),
(1 )

n

k
k

tx t S t
t

 −
 + 

   

где ( ),kT t  ( ),kU t  ( ),kS t  = 0,1, , ,k n  – полиномы Чебышева первого, второго 
и третьего рода соответственно. 

Методы вычисления гиперсингулярных интегралов вида  

 
1

2
1

1 ( ) ( )
2 ( )t−

ω τ ϕ τ
π τ −   (7) 

при = 2p  на классах весовых функций 2 1/2( ) = (1 )t t ±ω − , или 
1/2( ) = ((1 ) / (1 ))t t t ±ω − + , представлены в работах [28, 35, 39]. 

Если правая часть в уравнении (6) является кусочно-постоянной функ-
цией или имеет особенности (интегрируемые или неинтегрируемые по Рима-
ну), то классы функций, к которым принадлежат решения таких уравнений, в 
настоящее время неизвестны. Поэтому возникает необходимость в построе-
нии методов вычисления гиперсингулярных интегралов в общем случае, ко-
гда единственное условие, налагаемое на интегрируемую функцию, заключа-
ется в том, что рассматриваемый интеграл существует. 

В работах [20, 21] построены квадратурные формулы вычисления UΓ  
вида с весовой функцией ( ) = (1 ) (1 ) ,t t tα βω − +  (Re ,Re ) 0α β ≥ .  

В работе [40] построены квадратурные формулы вычисления ГИ (5), 
основанные на аппроксимации подынтегральной функции интерполяцион-
ными полиномами Лагранжа – Эрмита. Построены ненасыщаемые квадра-
турные формулы. 

В работе [35] рассматриваются интегралы  

 
1 12 1/2 2 1/2

1 1

(1 ) ( ) (1 ) ( ), , = 2,3,4,
( ) ( )

m m
n n

p p
t T d t U d p

t t

− −

− −

− τ τ − τ τ
τ − τ −   > 3m ,  (8) 

где ( ), ( )n nU t T t  – полиномы Чебышева первого и второго рода; 0m ≥ . 
Один из приемов, используемых при вычислении гиперсингулярных 

интегралов, заключается [7] в понижении порядка особенностей:  

 
1 1 1

1
1 1 1

( ) 1 ( ) 1 ( )= = .
( ) ( ) ( )p p p

d dd
p t p tt t t+

− − −

 ϕ τ τ ∂ ϕ τ ∂ ϕ τ ττ  ∂ ∂τ − τ − τ − 
     (9) 
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Этот прием использовался во многих последующих работах [12, 35]. 
Построение фундаментальных решений систем уравнений, моделиру-

ющих многослойные пластины, приводит [19] к новому классу гиперсингу-
лярных интегралов, введенных выше определением 1.5. 

В отличие от известных видов ГИ, имеющих особенности в отдельных 
точках или на топологическом произведении прямых, множество особых 
точек интеграла (2.1) в общем случае представляет собой кривые, которые 
могут иметь точки самопересечения. Эти кривые определяются уравнением 

1 2( , ) = 0t tγ , имеющим нули до r -го порядка. 
Кубатурные формулы вычисления интеграла (1) построены в [27, 33].  

В работе [41] предложен аналитический метод вычисления ГИ различных ви-
дов, в том числе интегралов вида (1). Показано, что для вычисления ГИ на 
ряде классов функций можно построить формулы, аналогичные формуле 
Ньютона – Лейбница для определенных интегралов. Там же построен анали-
тико-численный метод вычисления многомерных ГИ, в котором по одной пе-
ременной применяется аналитический метод, а по остальным – численный. 

В работе [42] построены квадратурные формулы вычисления преобра-
зования Адамара  

( )
( )

( )
( )2 2

1 1 ( ), ,n
nd d R t

t t

∞ ∞

−∞ −∞

ϕ τ ϕ τ
τ = τ + ϕ −∞ < < ∞

π πτ − τ −   

где  

( ) ( ) ( )
=

= ,
n

n k k
k n

t t t
−

ϕ ϕ ψ  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=1

2 1= ,
2 1 2

n

k l l k l l k
l

t c t c t s t s t
n

 
 ψ + +
 +  

  

= tg ,
2 1k

kt
n
π
+

 = ,..., ,k n n−  ( ) ( )= cos 2 arctg ,lc t l t  ( ) ( )= sin 2 arctg .ls t l t  

Эта квадратурная формула используются при построении методов кол-
локации и механических квадратур для решения гиперсингулярных инте-
гральных уравнений, определенных на числовой оси [43]. 

В последние десятилетия опубликовано большое число работ, посвя-
щенных распространению классических квадратурных формул вычисления 
определенных интегралов на гиперсингулярные интегралы. В частности, ме-
тоду Гаусса посвящены работы [16, 30], методу Ньютона – Котеса – работы 
[31, 44], методу сигмоидальной трансформации – статья [32]. 

В работе [36] предложена следующая квадратурная формула Гаусса: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

21

2 2
=11

11 1 , = 1,2,..., 1,
1

n i i
j

i i j

gw
g d n g t j n

nt t−

− τ ττ
τ τ ≅ − + +

π +τ − τ −
  (10) 

где ( ) 2= 1 ,w τ − τ  = cos ,
1i

i
n
πτ
+

 ( )
( )

2 1
= cos ,

2 1j
j

t
n
− π
+

 =1,2,..., ;i n  

= 1,2,... 1.j n +  
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Здесь узлы iτ  ( )=1,2,...,i n  и jt  ( )= 1,2,... 1j n +  являются соответст-
венно узлами полиномов Чебышева первого и второго рода. 

Эта формула справедлива на дискретном множестве точек ,jt  
= 0,1,2,..., 1.j n +  

В работе [37] предложено обобщение формулы (10): 

( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )

21 1
2 21 1=1

11 1 1 .
1

n
ni

n ii i

w t g t T xtdt n g x
T tt x n t x
+

− +

 −
≅ − − +  π − + −  
  

Одним из эффективных методов вычисления ГИ является метод 
интерполяционных квадратур Гаусса – Якоби. В работе [36] предложена 
методология построения интерполяционных квадратур Гаусса – Якоби, 
единая для интегралов в смысле Римана, сингулярных и гиперсингулярных 
интегралов. 

Квадратурная формула Симпсона для ГИ с особенностью второго 
порядка исследуется в [44]. Точность стандартной квадратурной формулы 
Симпсона применительно к ГИ с особенностью второго порядка равна ( )O h , 
где h  – максимальное расстояние между узлами квадратурной формулы.  
В работе [45] построена модификация квадратурной формулы Симпсона, 
точность которой при совпадении особой точки с узлами квадратурной 
формулы на порядок выше. Авторы назвали такой эффект сверхсходимостью. 

В работе [46] метод Эйлера – Маклорена распространен на ГИ 
следующих видов:  

1 1

1 1
1 1

( ) ( ), .
( ) | ) |p pd d

t t+ +
− −

ϕ τ ϕ ττ τ
τ − τ −   

5. Об одном приеме построения квадратурных формул  
вычисления гиперсингулярных интегралов 

Определение ГИ по формуле (9) удобно при построении и оценке 
погрешности квадратурных формул, инициированных квадратурными 
формулами вычисления СИ. 

Ряд задач аэродинамики моделируется ГИУ вида  

 
2

20

1 ( ) = ( ).
2 sin 2

x d f ss

π σ σσ −π    (11) 

В работе [47] для решения этого уравнения используется метод 
дискретных вихрей. В работе [48] для вычисления интеграла (11) построена 
квадратурная формула интерполяционного вида. 

Продемонстрируем на примере интеграла (11) применение формулы (9). 
Нетрудно видеть, что  

2 2

20 0

1 ( ) 1= ( ) .
2 2 22sin 2

x d sd x ds ds

π πσ σ −σ σ σσ −π π   
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Приближенному вычислению интеграла 
2

0

1( ) = ( )
2 2

sx s x d
π σ −σ σ

π   

посвящено большое число работ [1, 48, 49]. 
Приведем следующую квадратурную формулу [1]: 

2

=0

( ) ( ) ( )2( ) = sin( 1) sin cosec ( ),
2 1 2 2 2

n
k k k

k n
k

s s s s s sx s x n n R x
n

− − −
− + +

+   (12) 

= ( ),k kx x s  = 2 / (2 1),ks k nπ +   

тогда  
2 2

2 =00

( ) ( ) ( )1 ( ) 1= cos( 1) sin cosec
2 2 1 2 2 22sin 2

n
k k k

k
k

s s s s s sx nd x n ns n

π − − −σ +σ + +
σ −π +   

2

=0

( ) ( ) ( ) 1sin( 1) cos
2 1 2 2 2 2 1

n
k k k

k
k

s s s s s sn x n n
n n

− − −
+ + − ×

+ +  

22
*

=0

( ) ( ) ( ) ( )sin( 1) sin cos cosec ( ).
2 2 2 2

n
k k k k

k n
k

s s s s s s s sx n n R x− − − − × + + 
 

   (13) 

Погрешность квадратурной формулы (12) на классе функций 

( ),rW H Mα  0 < 1,α ≤  оценивается неравенством ln( ) .n r
nR x C

n +α≤  

В работе [50] показано, что если при n N≥  выполняется неравенство  

([0,2 ])
ln( ) ( ) ,n C r

nf s P s C
nπ +α− ≤   

где ( )nP s  – полином степени n , то  

([0,2 ]) 1
ln( ) ( ( )) .n C r

nf s P s C
nπ − +α

′ ′− ≤  

Следовательно, *
1

ln| ( ) | .n r
nR x C

n − +α≤  

Отметим, что построенная квадратурная формула позволяет совмещать 
узлы коллокации и узлы квадратурной формулы при построении 
вычислительной системы для уравнения (11). 

Квадратурные формулы (12), (13) не оптимальные. Оптимальные по 
порядку формулы построены в [3], но они требуют «обхода» особой точки. 

Воспользовавшись формулой Пуанкаре, имеем  
1 1

1
1 ( ) ( 1) 1 ( )=

( 1)!( )

p p

p p
x d d x d

i p i tt dt

− −

−
γ γ

τ τ − τ τ =
π − π τ −τ −   
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21 1 1

1 ( 1) 1
0

( 1) 1 ( 1) 2( ) =
( 1)! 2 2 2 1( 1)!

p p p p
i

p p i p s p
d s dx e d

p i ndt p i e ds

π− − −
σ

− − −
− σ − −= σ ×
− π +−  

 
2

**

=0

( ) ( ) ( )sin( 1) sin cosec ( ),
2 2 2

n
k k k

k n
k

s s s s s sx n n R x− − −
× + +    (14) 

где = ( ),iskkx x e  = 0,1, ,2 .k n  

Погрешность этой формулы на классе ( ),sW H Mα  0 < 1,α ≤  оценива-

ется неравенством ** 1| ( ( )) | ln .s s p
nR W H M Cn n− − +

α ≤  
Аналогичным образом строятся кубатурные формулы для вычисления 

полисингулярных интегралов вида  

1 1
11 11

( , , ) ,
( ) ( )

l l
pp ll ll

d

t tγ γ

ϕ τ τ τ τ

τ − τ −
 

 


  

где , = 1,2, , ,i i lγ   – единичная окружность с центром в начале координат  
в плоскости комплексной переменной , = 1,2, , .iz i l  

Остановимся на случае, когда = 2, = 1,2,..., .ip i l  
Ограничимся рассмотрением интеграла с ядром Гильберта: 

( )
( )2 2 1 1

0 0 1 12 2

,..., ...1= ... .
2 2 ...sin sin2 2

l l
l l l l

d d
ss

π π ϕ σ σ σ σ
Γϕ

σ −σ −π    

Интеграл Γϕ  можно записать в виде  

( )
( )2 2 1 1

1 10 01

1= ... ... ,..., ctg ...ctg ... .
2 22

l l
l ll l

ss d d
s s

π π σ −σ −∂ ∂Γϕ ϕ σ σ σ σ
∂ ∂π    

Аппроксимируем функцию ( )1,..., ls sϕ  интерполяционными 
полиномами  

( ) ( ).... 1 2 ... 1 2, ,..., ; , ,...,n n l n n ls s s P s s sϕ = ϕ =  

( ) ( ) ( )
2 2

11 2 1
=0 =0

, ,..., .
n n

k k k k k ll l
k kl

s s s s s= ϕ ψ ψ    

В результате приходим к кубатурной формуле  

( ) ( )
2 2 2

1 2
=0 =0 =01 2

2= 1 , ,...,
2 1

l n n n
l

k k kl
k k kl

s s s
n

 Γϕ − ϕ × + 
    

 ( ) ( ) ( )**
1 ...1 1

=1 =1
cos cos .

n n

k l k n n
v v

v v s s v v s s R
   
   × − ⋅⋅ ⋅ − + ϕ
   
   
    (15) 
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Для оценки погрешности ( )**
...n nR ϕ  кубатурной формулы (15) 

воспользуемся оценкой погрешности кубатурной формулы следующего вида: 

( )
( )2 2 1 1

1 10 0
1 ,..., ctg ctg ... =

2 22
l l

l ll
ss d d

π π σ −σ −ϕ σ σ σ σ
π     

( )
( )2 2 1 1

.... 1 1 ...0 0
1= ,..., ctg ctg ( ).

2 22
l l

n n l l n nl
ss d d R

π π σ −σ −ϕ σ σ σ σ + ϕ
π      

Известно [3], что ,...,
... ,...,

ln lr r
n n r

nR W H C
n

α α +α
  ≤  . 

Воспользовавшись этим неравенством и распространяя на многомер-

ный случай известные [50] оценки ( ( ) ( ))n
d f x T x
dx

− , приходим к неравен-

ству  

( )**
... , , 1

ln( ) .
lr r

n n r
nR W H M C

n
α α +α−≤
  
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